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1. INTRODUÇÃO
Um dos critérios de avaliação e seleção de alternativas de 
investim ento que m ais encontra trânsito  na lite ra tu ra  p e rti­
nente é o cham ado critério  da taxa in te rna de retom o. Todavia, 
não obstante ser largam ente difundido, a utilização efetiva des­
se critério  não é liv re de percalços. Tal se dá em v irtude da 
p rópria  definição do que venha a ser a taxa  in te rna de retorno  
associada a um a alternativa  de investim ento, pois que esta en­
cerra conceitos m atem áticos de existência e de unicidade, que 
por sua vez, devem  ser exam inados à luz de um a significação 
económica.
Como decorrência de que nem  sem pre se esteja devidam en­
te atento  à necessidade de haver com patibilidade quanto à dua­
lidade de in terpretações, têm -se apresentado com bastan te  fre ­
quência concepções erróneas com relação à aplicabilidade do 
crité rio  da taxa  in te rna  de retorno. Assim, enquanto de um  la­
do podem  ser encontradas in terpretações inadequadas de certos 
resultados m atem áticos, como por exem plo nas referências [7]; 
[8], p. 556; [9], pp 28-9; [20]; [21], p. 19; [22], pp. 82 e 85; 
[23], p 56; e [24], de outro, pode-se tam bém  apontar trabalhos
(*) Os au tores são do In s titu to  de Pesquisas do IPEA.
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em que o aspecto da significação económica não foi correta- 
m ente aplicado [10]; [14] e [17], p. 89<!>.
O presen te estudo apresenta a análise de um  caso específico 
de um a alternativa  de investim ento que tem  gerado um a certa 
dose de controvérsia. P ara  tanto, se faz uso do trabalho de 
Jean  [13], que parece te r  passado desapercebido a vários auto­
res. Evidenciar-se-á m atem aticam ente que, para ta l caso, desde 
que seja satisfeita determ inada condição básica de cará ter eco­
nómico, a aplicação do critério  da taxa  in terna de retorno é 
isenta de problem as. A inda mais, quando em confronto com o 
m étodo do valor atual, obter-se-á to ta l coerência de resultados.
O caso aludido ocorre, com certa frequência, na análise dos 
investim entos educacionais. Após a conceituação de ta l tipo de 
projeto, são abordadas certas dificuldades concernentes à apli­
cação do critério  da taxa in te rna de retorno. Finalizando, são 
exam inados dois exem plos tomados da realidade brasileira.
2. A TAXA INTERNA DE RETORNO E SUA APLICAÇÃO 
COMO CRITÉRIO ECONÓMICO
Visando um a exposição de cunho didático, é conveniente 
que se teçam  aqui algum as considerações de cará ter geral. As­
sim, após conceituar o que se entende po r a lternativa  de inves­
tim ento (ou projeto), bem  como sua representação form al, apre- 
sentar-se-ão as definições do que constituem  o valor atual e a 
taxa in te rna  de retorno  a ela associados. A seguir se abordará 
a aplicação efetiva da taxa in terna de re to rno  como critério  de 
avaliação e de seleção, justificando-se sua im plem entação 
quando em  confronto com o m étodo do valor atual.
2.1.  Definições
G enericam ente se entende por a lternativa  de investim ento 
qualquer em preendim ento a que estejam  associadas consequên­
(1) A lite ra tu ra  é ex trem am ente fa r ta  em  exemplos de traba lhos que con­
têm  afirm ativas incorretas. B asta  m encionar que os próprios au tores 
não ficaram  isentos desse tipo de pecado ([4],  p. 121; [18] nn 225 e 
227).
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cias ocorridas ao longo de certo in tervalo  de tempo, as quais, 
tan to  em term os de benefícios como de custos, no sentido lato, 
sejam  passíveis, via um  procedim ento ad hoc, de tradução em  
unidades m onetárias. Seja n  a vida económica do em preendi­
m ento, que se suporá fin ita  e expressa em certa unidade tom a­
da como base, o núm ero de períodos ao longo do in tervalo  de 
tem po em que se m anifestam  suas consequências. Um projeto  
será form alm ente caracterizado pela cham ada sequência de flu ­
xos de caixa líquidos: <ja0, ai,. an}>- Sem  perda de generalida­
de, devemos te r a0.a n 0, sendo que:
a0 — represen ta o investim ento inicial, que se supõe 
concentrado no início do prim eiro período da vida do em pre­
endim ento;
aj (para j= l,...,n )  — designa a diferença en tre  os totais 
dos benefícios e dos custos que ocorrem  ao longo do j-ésimo pe­
ríodo, a qual se tom ará como concentrada no fim  do período 
considerado. P or convenção, aj>0, se ao longo do j-ésimo pe­
ríodo os benefícios excedem  aos custos.
P ara  os presentes propósitos, a a lternativa  será cham ada 
de investim ento propriam ente dito. Se a0 < 0 , dir-se-á tra ta r-se  
de um a a lternativa  de financiam ento e, após m ultip licar sua 
sequência de fluxos de caixa líquidos por menos um, será ana­
lisada como se de investim ento fosse. Nessa ú ltim a hipótese, 
bastará  te r  p resen te que se deve in v erte r a indicação de ava­
liação económica derivada da aplicação dos critérios que se irá  
m encionar. Desse modo, assegurando a generalidade da análi­
se, será tra tado  apenas do caso de projetos de investim ento, 
sendo então conveniente que a sequência de fluxos de caixa
passe a ser represen tada por <j -S, Qi,. . ,Q n onde S > 0  é o
“investim ento” inicial.
Considerada um a certa taxa de juros, i, define-se o valor 
atual, V (i), de um a a lternativa  de investim ento através da 
relação:
n -j (1)
V (í) =  -S +  2  Qj (1 + i)
onde i se supõe expressa sob form a un itária  e rela tiva ao perío-
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do tornado como unidade básica de tem po(2). De acordo com 
o m étodo do valor atual, um  projeto de investim ento será con­
siderado como econom icam ente interessante, ou justificável, 
se V (i) >  0.
P or outro lado, tom ando agora a tax a  de ju ros como incóg­
n ita  na relação (1), e satisfeitas certas condições de existência 
e unicidade, bem  como de significação económica, a taxa in te r­
na de retorno, i*, associada a um a a lternativa  de investim ento 
é a taxa  que anula o seu valor atual. Isto é, i*, deve ser solução 
da seguinte equação:
n - =  0 (2)
V (i) =  -S +  2  Q, (1+i) 
j = l
Em princípio, de acordo com o critério da taxa  in te rna de 
retorno, um a a lternativa  de investim ento será considerada 
como economicam ente justificável se i* >  í.
2.2.  Problemas Associados ao Conceito 
da Taxa Interna de Retorno
Mesmo nas condições ideais aqui assum idas, e ao contrá­
rio do que ocorre como método do valor atual, a im plem entação 
do critério da taxa in te rna de retom o nem  sem pre apresenta-se 
livre de problemas. Tais problem as, que, como já  se referiu , 
são de natureza tanto  m atem ática como económica, serão agora 
discutidos.
Começar-se-á com os problem as de ca rá ter m atem ático. 
P ara  tanto, é conveniente que se proceda a um a m udança de 
variáveis, fazendo-se x  =  (1 + i) -1 como incógnita(3), de modo 
que a determ inação da taxa in te rna de retorno  associada a um a 
dada a lternativa  de investim ento passa a ser equivalente à bus­
ca das raízes do seguinte polinómio em x.
(.2) E v ita r-se-á  aqui a discussão de qual deva ser o valor considerado p a ­
ra  i  supondo a  existência de um  m ercado de capitais perfeito, ta l  que 
invariavelm ente com o tem po, quan tidades ilim itadas de cap ita l po­
dem  ser tom adas em  em préstim o, ou aplicadas, à  ta x a  J. Nes­
sas condições, pode-se dem onstrar que as regras de avaliação econó­
m ica que se m encionarão são ótim as ([11], cap. 3).
(3) Observe-se que x 0 quando i o o ,  x — 1 quando i — 0, e que 
x oo quando i ■> — 1.
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F(x) =  -S +  2 QjXj (3)
j = l
De acordo com os fundam entos da álgebra, todo polinóm io 
do grau  n  apresen ta  exatam ente n  raízes, incluindo-se ai as 
com plexas e contando-se cada raiz d istin ta  tan tas vezes quanto 
for a sua respectiva m ultiplicidade. P ara  nossos propósitos só 
in teressam  as raízes x* às quais correspondam  taxas i* que te ­
nham  significação económica, isto é, taxas de ju ros que sejam  
núm eros reais e, no caso mais geral, não inferiores a -100% 
por período. Consequentem ente, em  princípio, a busca de ra í­
zes de (3) deve ser lim itada ao in tervalo  definido por x  ^  0. 
Na prática, porém, taxas negativas e nulas carecem  de in te res­
se, o que im plica em que a busca de raízes de F  (x) seja, fina l­
m ente, reduzida ao in tervalo  (0,1). Assim, se existir, a taxa  
in te rna  de retorno de um a a lte rn a tiv a  de investim ento será 
a taxa i correspondente ao único valor distinto de xe (0,1) que 
anula F  (x).
Concentrem o-nos nas questões de existência e de unicida­
de. É então in teressante que, de acordo com os sinais na se­
quência dos fluxos de caixa, as a lternativas de investim ento 
sejam  classificadas em dois grupos principais. No prim eiro g ru ­
po se situarão as a lternativas ditas de investim ento sim ples e 
as de investim ento convencional, que são aquelas tais que, res­
pectivam ente, ou Qj ^  0 para todo j, ou os k <  n prim eiros flu ­
xos de caixa são não-positivos com os n-k últim os sendo não- 
negativos(4)- É claro então que, dado que -S <  0 e que Qn =% 0, 
as a lternativas classificadas como de prim eiro grupo apresen ta­
rão uma, e som ente uma, variação de sinal na sequência de f lu ­
xos de caixa. No segundo grupo estarão as cham adas a lte rn a­
tivas de investim ento não-convencional, cujas respectivas se­
quências de fluxos de caixa apresentam  m ais de um a v aria ­
ção de sinal.
2 .2 .1 . ALTERNATIVAS DO SEGUNDO GRUPO
P ara  a análise do caso de alternativas de investim ento sim ­
ples e convencionais, é relevante a cham ada Regra de Sinais de 
D escartes [26], p. 121:
(4) O bviam ente, se Qj ^  0 p ara  todo j, se te rá  não m ais um a a lte rn a tiv a  
de investim ento, e sim um  caso de doação.
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“O núm ero de raízes reais positivas de um a equação 
com coeficientes reais,
f (x) =  a0x n +  aix11-1 +  an =  0,
nunca supera o núm ero de variações [de sinal], na 
sequência de seus coeficientes
aQ, ai,..., an
e, se inferior, então sem pre [subtraído] de um  
núm ero par.”
É então de conclusão im ediata que, para o caso de um a a l­
te rna tiva  de investim ento sim ples ou convencional, existe um, 
e som ente um  valor x  >  0 que anula F  (x ); seja ele x*. Por 
outro lado, tendo em vista a equação (1), e observando-se que
F(0) =  lim  V (i) =  -S < 0  e que lim  F  (x) =  V (-1 )> 0 , se Qn>0,
r >  oo x*> oo
segue-se, pela continuidade de polinómios, que a função valor 
a tual associada a tais tipos de a lternativas será positiva para 
taxas i <  i* e negativa para i >  i*, onde i* =  (1 — x*) /x* 
Consequentem ente, dado que um a a lternativa  de investim ento 
só será econom icam ente a tra tiva  se V (i) > 0  para  um a certa 
taxa í> 0  conclui-se que, a priori, um  projeto de investim ento 
simples, ou convencional ta l que
n
F ( l )  =  V(0) =  -S +  2  Qj ^ 0  deve ser rejeitado. Isto é, pa-
j = i
ra  que alternativas classificadas como do prim eiro grupo se­
jam  sequer exam inadas, é necessário que os totais de seus res­
pectivos benefícios excedam  os de custos(s).
2 .2 .2 . ALTERNATIVAS DO SEGUNDO GRUPO
Observe-se agora o caso das alternativas classificadas co­
mo de segundo grupo. Convém esclarecer que, por esdrúxulas 
que possam parecer, tais sequências não constituem  raridade
(5) A condição é necessária m as não suficiente p a ra  a  econom icidade da 
a lte rn a tiv a , pois, mesmo se satisfeita , poder-se-á obter V(£) 0
(o que acontecerá se i* <  £).
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na prática  corrente. Assim, não só são associadas a exem plos 
típicos de investim entos industria is que são citados na lite ra tu - 
ra  ([8], p. 563), como tam bém , e de in teresse específico para  es­
te estudo, a certos casos de investim entos em  educação. A lém  do 
mais, como se d iscutirá no próxim o subitem , costum am  apare­
cer com bastan te  frequência quando do processo de seleção en­
tre  a lternativas m utuam ente exclusivas.
P ara  fins de análise, a lternativas de investim ento não-con- 
vencional podem, por sua vez, ser classificadas em  dois subgru­
pos. O prim eiro  com preenderia as re la tivas ao caso de em ­
preendim entos para os quais a vida económica n  pode ser to­
rnada como variável controlável. Neste caso, conform e de­
m onstrado nos trabalhos de A rrow  e L evhari [2] e de F lem ing 
e W right [6], en tre  outros existem  regras ótim as de tru n ca­
m ento do em preendim ento que asseguram  a ausência de proble­
m as na utilização do critério  da taxa in te rna  de retorno. No 
segundo subgrupo se encontrariam  as a lternativas de investi­
m ento não-convencional para  as quais a vida económica do em ­
preendim ento é tom ada como um a dada constante. Nesse caso, 
como se m ostrará, nem  sem pre é possível a aplicação do critério  
da taxa  in te rna  de retom o.
Inicialm ente, convém ressa lta r que a R egra de Sinais de 
Descartes não é m ais de nenhum a utilidade. Isto porque além  
de só prover um  lim ite superior para o núm ero de raízes posi­
tivas de F (x ) , lim ite esse que é agora m aior que 1, apresenta 
o inconveniente de não d istinguir en tre  raízes sim ples e m ú lti­
plas. A sua inadequação para a análise do caso de alternativas 
de investim ento não-convencional pode ser ilu strada a través do 
exam e dos exem plos a seguir, para  os quais os com portam entos 
das respectivas funções valor a tual são indicados esquem atica­
m ente no Gráfico 1.
Sejam  as a lternativas que identificarem os como A, B, C e 
D, às quais, respectivam ente, são associadas as seguintes sequên­
cias de fluxos de caixa: -{-4, 13, -10}*, \ -2, 2, -1}*, <(-2, 7, -4, -4}* e 
^-11, 6, -12, 8}*. Enquanto as três  prim eiras apresen tam  duas 
variações de sinal, para  a ú ltim a tem os três variações. No 
entanto, ao passo que F A(x) ^  0 se anula para  dois distintos va­
lores positivos de x(0,5 e 0,8), F B (x) =^0 para qualquer valor 
de x e F c x) e F D (x) anulam -se para  um  único valor positivo 
de x (0,5 nos dois casos).
O caso da a lternativa  C serve tam bém  para  evidenciar que, 
para a aplicação efetiva do critério  da taxa in te rna de retorno,
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além  dos aspectos m atem áticos de existência e de unicidade, 
deve ser tam bém  observado um  outro, este agora de natu reza  
económica. Isso porque, em bora F c (x) =  0 som ente para  
x  =  0,5, o que im plica que a função valor a tu a l se anule som ente 
para  a tax a  i* =  100% por período, sendo portan to  satisfeitas 
as condições de existência e unicidade, a aplicação do critério  
da taxa  in te rna  de re tom o  en tra  em colapso. Tal acontece 
devido ao fato de que, enquanto  este critério  indicaria a acei­
tação da a lternativa  C para  qualquer taxa de com paração i < i* , 
como Vc (i) ^  0 para qualquer taxa i, a consideração do m étodo 
do valor a tual conduziria a sua rejeição. A fim  de ev itar a 
possibilidade de avaliação inconsistente, ou seja, para  que a im ­
plem entação do critério  da taxa in te rna  de retorno seja sequer 
cogitada, é necessário que a a lternativa  sob exam e seja ta l que 
F ( l)  =  V (0) >  0. Isto é — e este aspecto não foi percebido 
nem  por H irshleifer em sua crítica [10], nem  por Jean  em sua 
réplica [14] —, em bora a condição de que os benefícios to tais 
excedam  os custos não seja necessária para a economicidade do 
em preendim ento (como é o caso da a lternativa  A, cujo valor 
a tual é positivo para taxas en tre  25 e 100% por período), ela é 
im prescindível para a aplicabilidade do critério  da taxa  in te rna  
de re to rn o (6).
P or outro lado, como ilustrado no caso da a lternativa  D, 
para  a qual, note-se, F D(1) =  1 >  0, verifica-se a existência de 
investim entos não-convencionais passíveis de um a avaliação 
coerente pelo critério  da taxa in te rna de retorno. D eixando 
para  o próxim o item  a análise de um  caso p articu lar de a lte r­
nativa  de investim ento não-convencional, para  o qual a correta  
aplicação do critério  da taxa in te rna  de retorno pode ser g aran ­
tida a priori, dirigim os o le ito r aos trabalhos de Soper [24] e 
de N orstrom  [19], que apresentam  condições de suficiência apli­
cáveis a casos bastan te  gerais(7).
(6) Observe-se que, se V(0) < 0 ,  três  são as possibilidades que se ap re ­
sen tam : o caso ilustrado  pela a lte rn a tiv a  C; aquele em  que V (i) -4 -  0 
p a ra  qualquer ta x a  i (que é o caso d a  a lte rn a tiv a  B ) ; e aquele em  que 
a  função valor a tu a l se an u la  p a ta  m ais de um a tax a  de juros (caso 
de A). No caso lim ite, V(0) — 0, ou o pro jeto  é econom icam ente in ju s ­
tificável, ou o critério  da ta x a  in te rn a  de retorno  será tam bém  
inaplicável.
(7) E nquan to  que um a análise c rtica  das condições de Soper podem  ser 
encon tradas em [5], o trab a lh o  de N orstrom , face a sua im p o rtân ­
cia p a ra  o próprio caso p a rticu la r que se irá  estudar, será  tra ta d o  
em  Apêndice.
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2.3.  O Caso de Alternativas Mutuamente Exclusivas
Um outro problem a associado à im plem entação do critério 
da taxa in te rna  é o relativo  ao processo de escolha en tre  duas 
ou m ais alternativas. Tal problem a deve-se ao fato de que, dada 
um a taxa de com paração i, nem  sem pre a a lternativa  com o 
m aior valor a tual será a que apresenta a m aior taxa in terna 
de retorno. Consequentem ente, não se pode g aran tir  a priori 
que a sim ples com paração en tre  as taxas in ternas de retorno 
das a lternativas em exam e produza um a seleção consistente.
A títu lo  de ilustração, considere-se as sequências de fluxos 
de caixa \ -3, 3, 3 }■ e ] -2, 3, 1 [, respectivam ente associadas às 
alternativas que se denom inarão E e F, que devido a caracterís­
ticas físicas ou tecnológicas, não podem  ser im plem entadas si­
m ultaneam ente; isto é, E e F  são ditas alternativas m utuam ente 
exclusivas. Individualm ente, dado que tan to  E como F  são do
tipo investim ento simples e sendo V(0) >  0, pode-se garan tir
* *
que, como se verifica facilm ente, iE =  61,80% e iF =  78,08%
por período são as suas respectivas taxas in ternas de retorno.
* *
E ntretanto , em bora iF >  iE, dependendo da taxa i de compa­
ração, pode-se p referir a a lternativa  E quando se com parar 
VE(í) com VF(i). O in tervalo  ao qual deve pertencer i para 
que ta l aconteça é facilm ente visualizado com auxílio do G rá­
fico 2, onde são esquem atizadas as funções valor a tu a l para 
cada um a das alternativas.
*
Do Gráfico 2 conclui-se de im ediato que, para  is(0,iE-F),
*
onde í e - f  ó  a taxa que iguala os valores atuais das duas a lte r­
nativas, ter-se-á VE(í) >  V f(í) , o que im plica em que E seja
preferível a F. É, portanto, crucial a determ inação da taxa 
*
iE-F, cham ada taxa de retorno  sobre os custos de F isher [1], 
que nada m ais é do que a taxa in te rna  de re tom o da “a lte rn a­
tiv a” cuja sequência de fluxos de caixa é obtida pela diferença
das sequências relativas a E e a F, e sua com paração com a
* *
dada taxa i; se iE-F> i, a lte rnativa  E será a preferível. No
caso específico, a “a lternativa  diferença”, que se denotará por
E-F, é tam bém  do tipo investim ento simples, pois que a sequên-
H»
cia resu ltan te  é -{-1, 0, 2}. Tem-se que iE-F — 41,42%, o que 
im plica em que a a lternativa  F  seja a preferível, e econom ica­
m ente interessante, somente se 0,4142 <  i <  0,7808.
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G R Á F I C O  2 
COMPARAÇÃO ENTRE AS ALTERNATIVAS E e F
Infelizm ente, mesmo após a extensão do conceito e mesmo 
que as a lternativas em confronto sejam  do tipo de investim ento 
simples, não se pode g aran tir que a seleção se processe via 
im plem entação estrita  do critério  da taxa  in te rna  de retom o. 
Assim, por exemplo, considerando-se as a lternativas m u tua­
m ente exclusivas G: -40, 60, 20 }* e H: <{-20, 3, 60}*, para as quais 
* *
iG =  78,08% e iH =  80,87% por período, tem-se que a “a lte r­
nativa d iferença” é G-H: -{-20, 57, -40}>. Ora, G-H é do tipo
investim ento não-convencional, e ta l que V(0) <  0; consequen-
*
tem ente iG.H não é definida e a seleção pelo critério  da taxa  
in te rna  de retorno  en tra  em  colapso. Em casos tais como esse 
serem os obrigados a reco rrer ao método do valor atual, o que 
indicaria que G é preferível a H para  0,25 <  i <  0,60.
3. ESTUDO DE UM CASO PARTICULAR
Conform e se viu, nem  toda a lternativa  do tipo investim ento 
não-convencional é passível de avaliação m ediante a aplicação
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do critério  da taxa  in te rn a  de retom o. Existe porém  um  caso 
particu lar, aquele cuja sequência de fluxos de caixa apresenta 
exatam ente duas variações de sinal, para a qual se pode garan­
tir, a priori, a correta im plem entação do critério. Neste item, 
o objetivo consistirá em exam inar ta l caso particu lar e, tomando 
por base a apresentação de Jean  [13], ju stificar a afirm ativa 
mencionada.
P ara  a análise desse caso, é de crucial relevância o cha­
mado teorem a de B udan-Fourier, do qual, como apontado por 
MacDuffee ([16], p. 59), a Regra de S inais de D escartes decorre 
como um  corolário, e que pode ser parafraseado como se segue:
— Contando-se um a raiz m últip la tan tas vezes quanto for 
a sua m ultiplicidade, seja m  o núm ero de raízes reais de
n
F‘(x) =  -S +  2  QjXj =  0 no in tervalo  [xi, x 2], com
F (Xl) F ( x 2) ^  0. j
Considerando-se a sequência
F (x ), F ’(x), F ” (x),..., F (n)(x ) (4)
onde F (k)(x) denota a k-ésim a derivada de F (x ) com respeito 
a x, sejam  S(xi) e S (x 2), respectivam ente, os núm eros de varia­
ções de sinais observados quando (4) é avaliada nos pontos 
Xi e x 2. Então, m  =  S(xi) - S (x 2) - 2p, com p sendo ou igual 
a zero ou a um  in teiro  positivo.
Ora, tem -se que:
F<k>(x) =  k! [Qt +  .2  ( 3k ) Qjx ], p a ra  k  =  l ,2 ,. , ,n - l
J = k + 1
onde ( k ) =  — —-----
k! ( j-k ) !
F (n> (x) =  n!Q„
P or conseguinte, fazendo Xi =  0 e x 2 =  1, tem-se que: 
F<k>(x!) =  k! Qk , para k =  1, 2,. .,n
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e
F W (x2) =  k! [Qk +  . 2  ( k )  Qj], para  k  =  1,. , ,n - l
J = k + 1
com
F (n) (x2) =  n!Q n.
Como se tra ta  de a lternativas de investim ento, F (x i) — 
S <  0, e, tendo e m vista que F ( l )  =  V(0) >  0 é condição 
necessária para  a im plem entação form al do critério  da tax a  
in te rn a  de retorno, supor-se-á daqui por d iante que F (x 2) >  0.
Isto posto, considere-se agora a aplicação do teorem a de 
B udan-Fourier para  o caso p articu lar aludido. Sem perda de 
generalidade, a sequência de fluxos de caixa correspondente é 
ta l que tan to  os v  últim os como os p-1 prim eiros Qj são não-po- 
sitivos, como os n-p-v- +  1 in term ediários sendo não-negativos, 
sendo que:
p ^  1, v  ^  1, com p +  v  ^  n; Qn <  0 e Qp >  0.
P ara  um a a lte rna tiva  de investim ento com ta l sequência de 
fluxos de caixa, tem -se que:
F «  (Xl) =  k!Qu
^  0, para  k = l,...,p -l 
>  0, para  kr=p,...,n-v 
^  0, p a ra  k = n -v + l,... ,n
Logo, como F (x i)< 0 , ao menos F (p)(x i)> 0  e ao menos 
F (n) (x i)< 0 , segue-se que haverá  exatam ente duas variações de 
sinal em  (4), no ponto Xi; ou seja, S (x i)= 2 .
Q uanto à determ inação de S (x 2), observe-se que F (x 2) >  0, 
por hipótese, e que F<n>(x2) =  n!Q n <  0. P or conseguinte, po­
de-se afirm ar que, no ponto x 2, se te rá  no m ínim o um a v a ria ­
ção de sinal na  sequência (4), ou seja, S (x 2) ^  1. Portanto , no 
m áxim o, S ^ )  — S (x 2) =  1. Logo, para  o caso considerado, a 
aplicação es trita  do teorem a de B udan-Fourier perm ite  con­
clu ir apenas que, se ex istir algum a raiz xe (0,1), ela será única 
e com m ultiplicidade unitária.
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Ora, e isso não foi observado por Jean  [13], para  o caso em  
exam e é possível, independentem ente, garan tir a existência de 
ao menos um a raiz de F (x ) =  0 no in tervalo  considerado. Isso 
porcjue, de ãcordò cóm o Teorem a 30 em  MacDuffeé" ([16] p. 
52), como F (x ) é um  polinómio èrri x  =  (1 + i) -1, e ta l que
(F(0) <  0 e F ( l ) >  0, existe um  núm ero ím par (contando-se 
cada raiz m últip la tan tas vezes quanto a sua respectiva m ul­
tiplicidade), de raízes de F (x ) -  0 no in tervalo  definido por 
xe (0,1). Consequentem ente, e tendo em  vista a conclusão an­
terior, segue-se que a a lternativa  do tipo considerado apresen­
tará um a e somente uma, e ainda com m ultiplicidade unitária, 
taxa positiva que anule o seu valor atual.
Logo, desde que satisfeita a condição económica de que o 
to ta l de benefícios exceda o de custos, pode-se g aran tir a cor­
re ta  aplicação do critério da taxa in te rna de re tom o para a 
avaliação de alternativas de investim ento não-convencional do 
tipo particu lar considerado.
4. A TAXA DE RETORNO E PROJETOS DE INVESTIMEN­
TO EM EDUCAÇÃO
Em um  projeto de investim ento em educação os custos po­
dem  ser de dois tipos: o custo dire to ou escolar e a renda sa­
crificada. O prim eiro represen ta o valor m onetário de todos os 
recursos utilizados pela escola, definido norm alm ente em te r­
mos de aluno/ano. A renda sacrificada expressa a perda da 
renda obtenível no caso de que o aluno estivesse participando 
do m ercado de trabalho ao invés de estudar. Os benefícios re ­
sultam  do acréscimo no salário, ocorrido duran te  a vida útil, 
a tribu ível ao aum ento da escolaridade.
O Gráfico 3 represen ta os com ponentes de custos e bene­
fícios de um  projeto típico de educação, no caso com um  hori­
zonte de tem po (vida ú til) de 20 anos e sendo de 4 anos a du­
ração do curso. Os perfis de idade-renda relativos aos dois n í­
veis de escolaridade considerados são e E0; Cd represen ta o 
custo direto anual. A renda sacrificada pode ser obtida a p ar­
tir  do segm ento da curva E0 relativo ao período de instrução 
que, no exemplo, é de 4 anos. A diferença en tre  os dois perfis 
de idade-renda (Ei e E0), após o térm ino do curso, represen ta 
os benefícios advindos da execução do projeto. Portanto , a se-
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auência dos fluxos de caixa é obtida pela diferença en tre  duas 
curvas: a p rim eira é descontínua, assum indo o valor constante 
Cd no período de investim ento e, sendo idêntica a Ei daí por 
diante. A segunda curva é represen tada por E0(8). Observe-se 
que, em investigações em píricas, usualm ente se ignoram  certos 
benefícios da educação, como consumo e externalidades, não 
captados pelo perfil de idade-renda. N este trabalho não é ne­
cessária a distinção en tre  taxas de re tom o privada e social(9).
A sequência dos fluxos de caixa do projeto  em  discussão, 
exibida no Gráfico 3b, revela ser o projeto do tipo convencio­
nal, ou seja, -S <  0 e existe apenas um a variação de sinal. Sa­
be-se, portanto, que ex istirá  apenas um a taxa de retorno e, sa­
tisfeita a condição económica V (0 )> 0 , essa taxa será positiva.
A inda que seja um  acontecim ento em piricam ente raro, é 
possível a ocorrência de duas variações de sinal na sequência 
de fluxos de caixa, devendo-se a segunda variação a um  cruza­
m ento dos perfis de idade-renda, originando fluxos de caixa 
negativos. Nesse caso, o projeto é do tipo tratado  no item  an ­
terior, com os prim eiros e últim os term os sendo não positivos
(8) B ecker([3], pp. 37-45) sugere um a form ulação m ais geral da tax a  in ­
te rn a  de retorno  de investim entos educacionais se a renda  sacrificada 
for o único custo. Nesse caso, a tax a  de retorno  (e o investim ento em 
cada período) é determ inada um a vez conhecidos os dois perfis de 
idade-renda, diferenciados porque relativos a  dois d istin tos níveis de 
escolaridade. Assim, sejam  os dois perfis e X ., onde Y . é o asso­
ciado à  a lte rn a tiv a  de m aior nível de escolaridade. A tax a  de re to r­
no é defin ida como o valor de i que satisfaz a  igualdade:
n  X . n  Y
2   —  =  2
j — 1 ( l + i ) J  j = l  ( 1 - j—i )  J
(9) A diferença en tre  taxas de reto rno  privada e social está  nos subsídios 
e no im posto de renda, excluídos da ta x a  de reto rno  privada. Assim, 
pode-se defin ir as taxas  de re to rno  social e privada, ig e i como as
taxas  de desconto ta l que
2  (B -C j-E j) ( l + i B) — C e (1—■t) 2  (Bj—<C.) d + i p)J
3 j
— (1—m ) 2  E .(l_ |_ ip)-Í— 0, onde B., C. e E. represen tam  os valores
j  3
dos benefícios, renda  sacrificada e custo escolar no período j, t  rep re ­
sen ta  a  incidência m édia do imposto de renda, suposta aqui constan te  
e idên tica p a ra  am bos os perfis, e m  é a  proporção do custo d ireto  
que é subsidiado.
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e pelo menos um  term o in term ediário  sendo positivo. Como se 
viu, desde que satisfeita a condição económica, a existência e 
unicidade de um a taxa  de retorno  positiva estão asseguradas.
Os perfis de idade-renda são obtidos através do a justam en­
to de curvas a observações em píricas, as quais frequentem ente 
são funções parabólicas ou logarítm icas. Devido ao com porta­
m ento usual das observações, seria ex trem am ente raro  encon­
tra r  perfis tais que causassem m ais de duas variações de sinal 
na sequência de fluxos de caixa. Mesmo neste caso, se condi­
ções m ais gerais (como as de N orstrom ) forem  verificadas, é 
possível a aplicação do critério  da taxa de retorno.
E ntretan to , ao contrário  de m uitos casos de projetos in­
dustria is que podem  ser truncados, assegurando-se dessa form a 
o uso generalizado do critério  da taxa in te rna  de retom o, essa 
possibilidade escapa a um  projeto de investim ento em  educa­
ção, em v irtude de que não é possível tru n ca r o perfil de idade- 
renda do m enor nível de escolaridade. Nesse sentido, cabe cha­
m ar a atenção para  o fato de que a taxa  de retorno  em  educa­
ção é sem elhante à taxa  de re tom o sobre os custos de F isher 
porque am bas resu ltam  da com paração de duas distin tas 
atividades.
Um projeto  em  educação form al é, norm alm ente, um  pro­
jeto  dependente devido à existência de um  pré-requisito, na fo r­
ma de um  curso prévio, para sua realização. A dicionalm ente, 
um  de seus benefícios pode ser o valor de opção ([27], pp. 
109-113), representado pela possibilidade de realizar um  curso 
subsequente. Esse valor de opção não está incluído no cálculo 
usual da taxa de retorno.
No caso individual, se a decisão se der en tre  cursos a lte r­
nativos, o uso do critério  da taxa de retorno  fica prejudicado 
quando as funções do valor a tual dos projetos em consideração 
se cruzam  a um a taxa  de juros superior à utilizada para  com­
paração. Nas decisões governam entais sobre a alocação de re ­
cursos fica caracterizada a presença de projetos m utuam ente 
exclusivos (além  do caso de im possibilidade física) na m edida 
em  que haja  um a restrição orçam entária. Nesse caso, e inde­
pendentem ente de que as taxas de retorno em  educação rep re ­
sentem  o retorno médio e não m arginal, as com parações en tre  
taxas de retorno em diferentes setores como indicadores de 
eficiência alocativa perdem  a validade na m edida em que esses 
resultados conflitam  com aqueles revelados pelo critério  do 
valor atual.
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5. EXEMPLOS DE PROJETOS EDUCACIONAIS
APRESENTANDO DUAS VARIAÇÕES DE SINAIS
Este capítulo tem  a finalidade de ilu s tra r a discussão p ré­
via, com exem plos retirados de trabalho  an terio r de um  dos 
autores [18]. O correram  vários casos de projetos educacionais 
cuja sequência de fluxos de caixa apresentava duas variações 
de sinais. Em  alguns projetos, um a das regressões usadas para 
estim ar os perfis de idade-renda não era significativa a 5% ; 
em outros a interseção dos perfis de idade-renda dava-se no in í­
cio, não sendo satisfeita a condição económica (V (0 )> 0 ). A 
seguir se discutirão dois exemplos, em  um  dos quais a condição 
económica não foi satisfeita.
Nas estim ativas dos perfis de idade-renda foram  usadas 
três funções: linear, sem ilogarítm ica e logarítm ica. Em alguns 
casos, foi usada adicionalm ente um a função quadrática, tendo a 
função logarítm ica revelado os m elhores resultados estatísticos. 
O prim eiro exem plo refere-se a dados relativos a São Paulo, 
com parando-se indivíduos com a escola técnica com pleta 
com aqueles apenas com o ginásio completo. Como havia in te ­
resse sobre o efeito do tam anho da firm a no retorno, foram  
obtidos perfis de idade-renda relativos à escola técnica para  os 
estratos de tam anho da firm a disponíveis. No exemplo, o re ­
torno é para aqueles trabalhando em  firm as que ocupam en tre  
250 e 499 pessoas.
O segundo exem plo é relativo a casos de indivíduos que 
trabalham  em um a das cinco firm as da G uanabara que foram  
estudadas — a S tandard  Eletric. Consideraram -se as d iferen­
ças de renda en tre  aqueles com a escola técnica com pleta e in ­
completa. Estim ou-se em um  ano a duração do curso incom ­
pleto; portanto, o retorno se refere ao investim ento associado 
a dois anos adicionais de curso. Os perfis de idade-renda foram  
obtidos a p a rtir  das regressões apresentadas na Tabela 1.
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TABELA 1
REGRESSÕES UTILIZADAS NA CONSTRUÇÃO 
PER FIS DE 1DADE-RENDA (*)
DOS
1.0 exem plo:
— esc. técnica 
N =  209
— ginásio 
N =  463
2.0 exemplo:
— esc. téc. 
com pleta
N =  69
— esc. téc. 
incom pleta
N =  13
In Y =  4.0156 +  0.67190 In I; R =
(6,16)
—2
In Y =  3.3123 +  0,86608 In I; R =
(11,26)
0,155
0,216
—2
In Y =  1,1886 +  0, 67118 In I; R =  0,098
(2,70)
—2
In Y =  0,2792 +  1,19520 In I; R =  0,393
(2,27)
(*) Y =  renda; I =  idade; N — núm ero de observações;
— 2
R r=r coeficiente de determ inação corrigido e o núm ero 
en tre  parênteses é o valor calculado de t. Todos as re ­
gressões são significativas a 1%.
As estim ativas dos custos diretos e da renda sacrificada 
utilizadas estão em [18]. Foi suposto que o ingresso do form an­
do no m ercado de trabalho  ocorresse logo após o térm ino do 
curso (21 an o s); a v ida ú til considerada foi de 60 anos de idade. 
Uma vez construída a sequência dos fluxos de caixa, foi aplica­
do o program a de com putação apresentado em [4] para  o cál­
culo da taxa  de retorno.
No prim eiro exemplo, a segunda variação de sinal na se­
quência dos fluxos de caixa ocorre 16 anos após a en trada no 
m ercado de trabalho. Os restan tes 23 anos da vida ú til apre­
sentam  fluxos de caixa negativos, do que resu lta  V (0 )< 0 , dei­
xando de ser satisfeita assim  a condição económica. O Gráfico
4. a m ostra a função valor atual, que assum e sem pre valores ne-
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gativos para  taxas de ju ros positivas, tendendo assintoticam en- 
te para  o valor do fluxo de caixa inicial. Consequentem ente, 
para  este exem plo, o critério  da taxa in te rna  de retorno  en tra  
em  colapso.
O segundo exem plo apresen ta apenas sete fluxos de caixa 
negativos: os dois prim eiros e os cinco últimos. Como V (£ )> 0 , 
sabe-se que ex istirá  um a única taxa in te rna de retorno  positi­
va. No caso, esta taxa  de retorno  é de 29,4% ao ano. Portanto , 
a taxas de ju ros m enores que esta taxa, a função valor a tual se­
rá  positiva, e a taxas de ju ros m aiores, negativa. O Gráfico 4 .b  
m ostra o correspondente com portam ento da função valor atual.
Em  ambos os exemplos, a sequência dos fluxos de caixa 
apresentava duas variações de sinais. Pode-se observar que, 
um a vez satisfeita a condição económica, a existência e unicida­
de de um a taxa  de retorno  positiva estão asseguradas.
6. CONCLUSÃO
Conforme se viu, pode-se assegurar a correta aplicação do 
critério  da taxa in te rna  de re tom o na avaliação de projetos do 
tipo particu lar analisado. Isto é, sendo satisfeita a condição 
económica de que o to ta l de benefícios exceda o de custos, p ro­
jetos de investim ento com exatam ente duas variações de sinal 
na sequência dos fluxos de caixa apresentarão um a e som ente 
um a taxa  in te rna  de retorno  positiva.
A experiência revela que a m aioria dos projetos de inves­
tim ento em  educação apresenta no m áxim o duas variações de 
sinal na sequência dos fluxos de caixa. Dessa form a, e um a 
vez verificada a condição de natu reza económica, segue-se que 
tais projetos podem ser corretam ente avaliados através do cri­
tério  da taxa in te rna de retom o. Na eventualidade da ocorrên­
cia de m ais de duas variações de sinal, ainda assim  poderá ser 
possível a aplicação do critério, desde que outras condições, co­
mo a discutida no apêndice, sejam  preenchidas.
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A P Ê N D I C E
Como mencionado no texto, existem  certas condições de 
suficiência, como as devidas a Soper [24] e, como m ostrado 
originalm ente por K aplan [15], as que se baseiam  na aplicação 
do cham ado Teorem a de S tu rm  ([25], p. 103), que perm item  
g aran tir a correta im plem entação do critério  da taxa in terna 
de retorno para  casos bastan te  gerais de alternativas de inves­
tim ento não-convencional. E n tre  estas, por sua simplicidade 
de aplicação e ainda por sua relevância para o estudo do caso 
particu lar que se analisou, cum pre destacar a devida a Nors- 
trom  [19], e que decorre do seguinte resultado.
P ara  y — 1+ i, e considerando-se um a a lternativa  de inves­
tim ento, forme-se a seguinte equação:
B (y) =  -Syn +  !  Qj yn-> =  0 (1-A)
j = i
para y  >  1.
Observe-se que, como i =  y-1, a um a solução y* de (1-A) 
corresponderá um a taxa positiva i* que anula c valor atual da 
alternativa considerada.
A . 1 TEOREMA
Se a sequência de fluxos de caixa cum ulativos 
Ao,Ax.. .,Anj> onde
{Ao ~  -SAj =  Aj*i +  Qj , j =  1,2,. .,n
apresen tar um a única variação de sinal, e se A0An <  0, então 
ex istirá  um a e som ente um a solução y* >  1 para B (y )= 0 , A in­
da mais, esta solução será simples (isto é, te rá  m ultiplicidade 
u n itá ria ) .
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DEMONSTRAÇÃO
Inicialm ente, note-se que, se o produto AoAn< 0, segue-se 
que, como A ^  -S < 0 , A n>0. Portanto , 
n
B ( l ) = - S +  2  Q j=  An > 0 , e como lim  B (y) tem  o mes- 
j —-l y-^co
mo sinal que -S =  A0, a continuidade de B (y ), que é um  poli­
nómio em  y, im plica na existência de ao menos um a raiz de 
(1-A) no in tervalo  considerado (y >  1).
Buscando-se um a contradição, suponha-se agora a ex istên ­
cia de m ais de um a raiz de B (y) =  0 no in tervalo  considerado. 
Sejam  essas raízes yi, y 2,. indexadas de ta l modo que 
Yi ^  Y2 •• Ora, como se irá  verificar, considerando-se a 
k-ésim a dessas raízes, ter-se-á que a derivada p rim eira  será 
ta l que B ’(yk) <  0. Consequentem ente, em  particu lar, 
B ’(yi) <  0, o que im plica em  que yi seja um a raiz de B (y) =  0 
com m ultip licidade u n itá ria  (cf. [16], p. 48), e tam bém  que 
se tenha B (y) <  0 para  y  e. (yi, y 2). Porém , se B (y) <  0
para  yi <  y  <  y2, dever-se-á te r  então B ’(y2) ^  0, o que for­
nece a desejada contradição.
Pode-se passar então à com provação de que B’(yk) <  0. 
P ara  tanto, tendo em v ista  que Qj ■== Aj - A ^ h j =  1,. n, 
note-se que se pode escrever:
podemos escrever ainda:
B (y) =  (y - 1) G (y) +  An (4-A)
com
B J(y) =  (y - 1) G ’(y) +  G (y) (5-A)
Seja y k >  1, com B (yk) =  0. Então, como An >  0, por
hipótese, segue-se de (4-A) que G (yk) <  0. Logo, tendo em 
vista a expressão (5-A), se G ’(yk) <  0, ter-se-á que B ’(yk) <  0.
60
Ora, como por hipótese há um a única variação de sinal 
na sequência de fluxos de caixa cum ulativos, segue-se que deve 
ex istir um  inteiro m, ta l que 1 ^  m  <  n, para  o qual:
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Se, para uma alternativa de investimento, a sequência de 
fluxos de caixa líquidos, ■{ -S, Qx, . ., Qn apresentar exatamente 
duas variações de sinal e  An >  0, então existirá uma e somente 
uma (e simples) taxa interna de retorno positiva.
DEMONSTRAÇÃO
Por hipótese, havendo exatamente duas variações de sinal 
na sequência de fluxos de caixa, deve-se ter:
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c) A j-A j-! =  Qj ^  0 para  j = p , .  ., n - m ;  ou seja, Aj é não 
decrescente nesse intervalo, Portanto , como Ap-i <  0, se Aj 
v ier a se to rn ar não-negativo por algum  índice j no in te r­
valo considerado, m anter-se-á não negativo para  todos os 
índices superiores a esse.
Consequentem ente, a sequência de fluxos de caixa cum ula­
tivos apresen tará  um a e som ente um a variação de sinal, o que 
é suficiente para a dem onstração da proposição.
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